Ratkaisuja

Ratkaisuja luvun 1 tehtaviin

1. Tehtava 1, sivulta 14.

(a) Kirjoitetaan neliéjuuri murtopotenssina ja kdytetddn derivoimissidin-
toja
f(x) = D(—2°+2Vx)
— D(-2°)+D (295%)

N|=

= —5x4—|—2-1x_
2

1
= —br' 4 —.

NG

(b) Kéytetdéan tulon derivoimissdintod ja ketjusaantoa

, 2r + 3

fla) =D (3x+2)

= D((2z+3)(3z+2)7")

= D@2z +3)(3z+2)""' + (22 +3) D3z +2)*

= 203z +2)"' 4+ (22 + 3)(=1)(3z +2) %3
2 3(2z + 3)

3c+2  (3x+2)?

23z +2)  3(2x +3)

(Bx+2)2  (3z+2)?

61 +4 — 62— 9
(3x +2)2
~5

(3z+2)?




(c) Kéytetddn ketjusaantoa

f'(x) =

(d) Kaytetaan ketjusdantoa
fi(x) = D(In|—a%)

2. Tehtéva 2, sivulta 14.
(a)

f(x) = D(32%+2x+1)
= D(32%) + D(2z) + D(1)

= 6x+ 2,
(b)
1 2 5
f/(I) = D(@+3I2—3)
1 2
= D(Zx—‘1 +D(5x3>—D(3)
1 5 2
1 3
= —E—F.IQ

(c¢) Kéytetdan tulon derivoimissaantod ja ketjusdantoa

f'(z) = D(xsin(3x))
= D(z)sin(3z) + 2 D(sin(3z))
= 1sin(3z) + x cos(3x)3
= sin(3z) + 3z cos(3x).



3. Tehtava 3, sivulta 14-15. Kaytetdan derivaattojen médrittdmiseen ket-
jusaantoa.
(a) Tehtdvissd ulkofunktio on f(x) = \/z ja sisdfunktio on g(z) = 2z + 1,

ulkofunktion ja sisdfunktion derivaatat ovat f'(z) = %x_% jag'(z) = 2.

Télloin
D(f(@)) = D(Vi2z+1)
= D((2e+1)})

1
= 5(2x+1)—%-2
= (2u+1)72

1

V2r+1
2

(b) Tehtévissé ulkofunktio on f(z) = 22 ja siséfunktio on g(z ) — 227,

ulkofunktion ja siséfunktion derivaatat ovat f'(z) — 3z =5 ] ( )
—2 - 2z. Talloin

D(f@) = D((8-2%7)

3
= 56~ 22%)73 (=2 - 22)
= 6x(3—22%)%.
N : o . t?+1
(c) Tehtivissd ulkofunktio on f(t) = v/t ja sisifunktio on g(t) = ol

Ulkofunktion derivaatta on f’(t) = %t_%. Siséfunktion derivaatta saa-
daan tulon derivoimissdannolla

g(x) = D (Z J_r 1)

= D((E+1(*-1)7"
= 2 — 1)+ (=) - )22t (# + 1)
2t 22+ 1)
2—1 (2—-1)?
2012 — 1) 213 + 2t
(Z—12  (2—1)
23 — 2t — 23 — 2t
(2 —1)?
—4t
(> —1)>




Talloin

B 1 —2t
= t2 + 1 % (t2 _ 1)2
(#=1)
B —2t
(t2 + 1)% (t2 _ 1)2
(-1
B —2t
(2 + 1)z (82 — 1)>2
—2t

(2 +1)3(2 —1)7

(d) Tehtavissé kiytetddn tulon derivoimissdantoa

a4
Su) = @(7—{—2? 3u)

du u?

= % [(7 + 2u — 3u4)u_§]

= (2— 12u3)u_% + (7 + 2u — 3u?) (——) us

2—12u® 2 74 2u—3ut

3u(2 —12u®) 2 7+ 2u— 3u?

5 5
us3 3 us3
6u — 36u* — 14 — 4u + 6u*

5
3u3s
2u — 30ut — 14

3vud

h) —
4. Tehtavé 4, sivulta 15. Derivaatan mééritelmé on f’'(z) = lim fle+h) f(;E)

h—0 h



Talloin
(a)

, L (x+h)? — 2?
flz) = |im h
_ % + 2xh + h? — 22
= % h
_ oy 2xh + h?
= % h
= }llin% 2r + h

= 2z,

z+h T

/ . z+h—9 z—9
A = hm —_—
f'(z) lim ;
z+h T

— 1 x+h—9 x—9
- h
(z+h)(z—9) z(x+h—9)

lim (z+h—9)(z—-9) (z—9)(z+h—9)
h—0 h
. 2 — 9+ xh —9h — 22 — xh + 9z
= lim
h—0 (x+h—=9)(z—9)h

= lim —9h
 hs0(z+h—9)(z—9)h

oy —9

T (@t h—9)(z—9)
-9

(x —9)(z—9)

_ =9

(z —9)

5. Tehtévi 5, sivulta 15. Merkitadn alkuperiisen ympyrén alaa Ag = 7r3 em?.

Ympyrén alan pienenemisnopeuden tiedetédén olevan 27 <2~ joten ympyrédn
alan muutokselle saadaan yhtalo

A(t) = nr? = 7ry — 27t

Ratkaistaan ensin ajanhetki, jolloin ympyrén ala on 757 em?, olkoon tél-
16in ¢ = ¢,
A(ty) = 7ry — 27ty = 75,



josta saadaan
2
rg — 75
tl = 0 .
2
Seuraavaksi tarvitaan yhtilo siteen méérittdmiseksi. Se saadaan ratkaise-

malla side » ympyran alan yhtalosta

mr? = 7'('7“3 — 2mt,

r(t) = 1\/73 — 2t.

Sateen muutosnopeus saadaan nyt derivoimalla r(t)

jolloin

() = 50— 2)

r'(t) = —

r2 — 175
2_2 0
g 5
B 1
3 —1r3 475
1

1
joten sdde pienenee nopeudella \/? ajanhetkelld, jolloin ympyrdan ala on

751 em?.

6. Tehtdva 6, sivulta 15. Yhdistetyn funktion derivaatta on ketjusdannon
perusteella f'(y) = 1'(g(y))g'(y).

(a) Maaritetddn f'(—1), kun f(y) = h(g(y)), h(2) =55, g(—1) =2,
h'(2) = —1ja ¢'(—1) = 7. Funktion derivaatta on f'(y) = h'(g(y))d (y).



(b)

Funktion f(y) derivaatta kohdassa y = —1 on

f'(=1)

Maéritetdan G'(1), kun G(t) =

h'(g9(=1))g'(-1)
H(2) -7

—1-7

-7,

f(h(1)), ( ) =4, f'(4) =3 ja

R'(1) = 6. Funktion derivaatta on G'(t) = f'(h(t))h'(t).
Funktion G(t) derivaatta kohdassa t = 1 on

G'(1)

7. Tehtéava 7, sivulta 15.

8. Tehtava 8, sivulta 16.

(a)

/(3x2 + 2z + 1) dz

f'(h(1))A' (1)
f'(4)-6
3-6

18.

/:r; dx—l—Z/:de—i-/ldx

a3
Z 49
33+ 2+a:—|—C

B+t +C

3/x_3dx—|—2/xgdx+/1dx

_2 5
35— 425 fa+C

2 2
3 2
—ﬁ+25$2+1‘+0

3 4
—2—x2+5l‘2 +z+C



/(G;%mﬁ)m:: /K@—1m7ym

106
_ (x — 10) Lo

/<t5—t%>dt = /t5dt—5/t2dt

16 t1
= ——5H—+C
6 _1+

1. 5
= t°+-+C
6 1T

(e)
/(5008(109@) — 10sin(bx))dx = 5/003(10x) dx — 10/sin(5:v) dx
1
=35 / 10 cos(10z) dx + 2 / (—5sin(5z)) dx
1
= 3 sin(10z) + 2 cos(5x) + C
9. Tehtéava 9, sivulta 17.
(a)
B 3
/d:v:/:v:3—(—1):3+1:4,
1 -1

/sintcostdt: /sith =sin’7 —sin?0=0—-0=0.
0

0



Tehtéva 10, sivulta 17.
10. Tehtava 10, sivulta 17.
(a) Tiedetddn, ettd f'(z) = 2x + 1, joten
flz) = /f’(x)das = /2:v+ ldr =2* + 1+ C.
Ratkaistaan vakio C' alkuehdon f(0) = 3 avulla
f(0)=0"+0+C=C=3.
Siis f(z) =2+ 2+ 3.
(b) Tiedetédin, ettd f/(z) = vz + 5 = (z + 5)2, joten
2
f@):/}%mmﬁi/@+5ﬁ¢m=§x+@3+a

Ratkaistaan vakio C' alkuehdon f(4) = —3 avulla

(M1

f(4) = %(4+5) +C

2

= g(\/g)g +C

2
= =3+C

3 +
= 18+C=-3,

(NI

2
joten C'= —3 — 18 = —21. Siis f(x) = g(x +5)2 — 21

11. Tehtéava 11, sivulta 17. Koska kappaleen kiihtyvyys on a(t), niin kappa-
leen nopeus saadaan
v(t) = [a(t)dt ja edelleen paikka () = [ v(t) dt.

(a) Mééaritetddn ensin kappaleen nopeus integroimalla kiihtyvyys

o(t) = /Mﬂﬁ
_ /u%—gm

= 6t2 —4t+ C.
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Tiedon v(0) = —10 perusteella saadaan selville vakio C
v(0)=6-0°-4-0+C=C=-10.

Kappaleen nopeus on siis v(t) = 62 — 4t — 10. Integroimalla nopeus
v(t) saadaan kappaleen paikan funktio selville

x(t) = /U(t) dt
= /(Gt2 — 4t —10) dt
= 26 =2t =10t + D.
Maarataan vakio D tiedon x(0) = 0 perusteella
2(0)=2-0°-2-0~10-0+D =D =0.
Paikan funktio on z(t) = 2¢3 — 2t* — 10t.

Maaritetadan ensin kappaleen nopeus integroimalla kiihtyvyys
v(t) = /a(t) dt
= /(8 cos(2t)) dt
= 4sin(2t) + C.
Tiedon v(0) = 4 perusteella saadaan selville vakio C'
v(0) =4sin(2-0)+C=4-sin04+C=4-0+C =C=4.

Kappaleen nopeus on siis v(t) = 4sin(2t) 4. Integroimalla nopeus v(t)
saadaan kappaleen paikan funktio selville

o) = /v(t) dt

= / (4sin(2t) +4) dt
= —2cos(2t) +4t + D.

Maarataan vakio D tiedon x(0) = —2 perusteella

z(0) = —2c¢0s(2:0)+4-0+D = —2cos0+4-0+D = —2-1+D = —24+D = -2,

joten D = 0. Paikan funktio on z(t) = —2cos(2t) + 4t.



12. Tehtava 12, sivulta 17.

(a)

/cos(k:t) dt =

/ rsin(22?) dt =

/ (1 — cosx)’sinx dt

/S(Sx —5)7dx

Wl W+~
—~
w
S

=1

oo
ot
S~—
—
oo
+

(3z —5)® +C

S

—
=
8

[}
_I_
©
et
<8
S

WIRNIFR NI~ N~

1
Z / k cos(kt) dt

1

1
—/4x sin(22?) dt

= (—cos(22%)) + C

—

=~

1
2 cos(22?) + C

1— 6
_ ( zosx) e

1
= 6(1 —cosz)’ +C

11
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13. Tehtava 13, sivulta 21. Differentiaaliyhtélon ratkaisu toteuttaa yhtéalon

ja yhtalon

/Z((tt)) dt:/—ﬁtdt,

Inz(t) = -3t + C.

joten

Téastéa saadaan logaritmin méaritelmén perusteella
_ 942 942 942
x(t):e 3t+C’:e 3teC:C/e 3t’
c

missa C' = e".

14. Tehtava 14, sivulta 21. Differentiaaliyhtéalon ratkaisu toteuttaa yhtalon

joten se toteuttaa myo6s yhtalon

!
/x—dx:/élt—ldt,
A

In|z| =2t —t+ C.

josta saadaan

Talloin
2_
I(t) — th t+C
2_
_ th tec
- C 62t2—t
— 1 )

missi C; = e©.

15. Tehtava 15, sivulta 21. Differentiaaliyhtélon ratkaisu toteuttaa yhtalon
2(t) = 6t(x(t) = 1)3,
jota muokkaamalla saadaan

/(1)

(x(t) = 1)5
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Talloin ratkaisu saadaan intergoimalla
/
/ A ON / 6t dt
(x(t) —1)3

/x/(t)(x(t) )= /6tdt,

eli

josta saadaan )
3(z(t) —1)8 =32 + C.

Tatd muokkaamalla ratkaisuksi saadaan
z(t) =+ C)? + 1.
16. Tehtava 16, sivulta 21. Differentiaaliyhtélon ratkaisu toteuttaa yhtalon
¥ =2z(t) + 2,
joten se toteuttaa mydcs yhtalo

.I'/

x(t) +2

Talloin ratkaisu saadaan integroimalla puolittain

/ﬁdt: /th,/x’(x(t) +2)7Edt = /Zdt,

josta saadaan )
(x(t) +2)z =2t + C.

Talloin differentiaaliyhtéalon ratkaisu on

r(t)+2 = (2t+C)?,
z(t) = 47 +4Ct+C* - 2.

17. Tehtava 17, sivulta 21. Differentiaaliyhtédlon ratkaisu toteuttaa yhtalon
2() = (ta(t))?,

joten se toteuttaa myos yhtalot

) _ o
o 7
d()z(t)": = o,
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Talloin ratkaisu saadaan integroimalla

/:L"(t)x(t)_gdt = /tgdt,

josta saadaan

2
—22(t)" = 5753 +C,
1 1
z(t) b

1 2
0 - ()

Differentiaaliyhtélon ratkaisu on

v
(—%t% +C>2.

18. Tehtava 18, sivulta 21. Differentiaaliyhtélon ratkaisu toteuttaa yhtéalon

x(t) =

o' (1) (£ + 3) = 2ta(t),
joten se toteuttaa myo6s yhtalon

o'(t) 2t
x(t)  £2+3

Puolittain integroimalla saadaan

[5on = [

In|z(t)] = In[t*+3|+C,

jolloin differentiaaliyhtélon ratkaisuksi saadaan

l,(t) — [t24-3|+C

2
eln [t +3|eC

Cit* + 301,

missa C] = e®.
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19. Tehtéavd 19, sivulta 21. Tarkistetaan, ettd funktio x(t) = Ce’ on diffe-
rentiaaliyhtdlon 2/(t) = z(t) ratkaisu. Derivoidaan funktio z(¢) muuttujan ¢
suhteen p p

—u(t) = —Ce' = Ce".

a1 = oo = e

Huomataan, ettd a'(t) = x(t).

20. Teht#vi 20, sivulta 21. Tarkistetaan, ettd funktio z(t) = Ce* on diffe-

rentiaaliyhtdlon 2/(t) = x(t) ratkaisu. Derivoidaan funktio x(t) muuttujan ¢

suhteen

d d -\ ki t
—x(t) = — = kCet.
tx( ) tC’e Ce
Huomataan, ettd '(t) = kx(t).

21. Tehtéva 21, sivulta 28. Alkuarvo-ongelman

kx'(t)

m =k, JZ(O) = 2y (> 0)

(a) ratkaisu kaavalla [ g(x(t))2'(t) dt = [ h(t) dt. Etsitddn ensin differenti-
aaliyhtalon yleinen ratkaisu

/%dt = /kdt

In|kz(t)+m| = kt+C
kx(t) +m = eFrc
efe’ —m

k
C’ m
wt) = et

C" po m
w0 = ety
C" o m
A
C'" m
= TR

joten C" = +(xo + 1) = L + 1 ja alkuarvo-ongelman ratkaisu siis on

x(t):%+%ekt_@:<mo+%>ekt_%
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(b) ratkaistaan kaavalla [ g(z)dx = [ h(t)dt.

!
/ B e /kdt
kx +m

Inlkx +m| = kt+C
k:x—l—m — ekt—i—C’
efteC —m
l‘ =
k
C" o om
xr = ?e —E

Alkuehdon toteuttava ratkaisu

c o m
ZE(O) = ?ekO—E
¢, m
- kY T %
_ ¢ m_
— kf k’_ 05

joten C" = %(:1:0 + ) = % + 75 ja alkuarvo-ongelman ratkaisu siis on

2+ m m m
L N L my g M
) =S5 <$O+k>e k
(c) ratkaistaan kaavalla [ g(v) dv = ftz h(u) du.
T I , t
/ T = /kzdt
kx +m
xo 0
In|kz +m| —Inlkzg+m| = kt—Fk-0
|2 ™y
kxg +m
kx +m Kt
- = e
kxg+m
kx+m = (kxo+m)e™
kr = (kxg+m)e® —m
r = (xo+ @)ekt _

k k



17

22. Tehtéva 22, sivulta 28. Ratkaistaan tehtévd kiyttamilld kaavaa x(t) =
e AW [ f(t)e®dt. Differentiaaliyhtilélle

' (t) + z(t) =2

A(t) = [a(t)dt = [dt =t ja f(t) = 2, joten differentiaaliyhtélon yleinen
ratkaisu on

z(t) = et / ¢ dt
= ¢ (2" +O)
= 27D 4 Cet
= 2"+ Ce™!
= 2+ Ce.

Etsitddn vakio C', joka toteuttaa alkuehdon
1(0)=2+Ce’=2+C =2,
joten C' = 0. Télloin alkuarvo-ongelman ratkaisu on
x(t) = 2.

23. Tehtéva 23, sivulta 29. Ratkaistaan tehtdvi kiyttamélla kaavaa x(t) =
e AW [ f(t)e”®dt. Differentiaaliyhtilélle

ta' (t) + 2x(t) 3t

a:’(t)—l—%x(t) _ 3

Alt) = [a(t)dt = [2dt = 2Inlt| ja f(t) = 3, joten differentiaaliyhtélon
yleinen ratkaisu on

_ elnt2|/3eln|t2|dt
= {72 / 3t2dt

= t2t*+O)
= t4+Ct7?



18
Etsitdan vakio C', joka toteuttaa alkuehdon
r(1)=t+C-1*=1+C =5,
joten C' = 4. Télloin alkuarvo-ongelman ratkaisu on
x(t) =t+ 42

24. Tehtava 24, sivulta 29. Ratkaistaan tehtéva kiyttdmalla kaavaa z(t) =
e™A® [ f(t)eA®dt. Differentiaaliyhtilolle

Alt) = [a(t)dt = [—3dt = —Int| ja f(t) = 1, joten differentiaaliyht&lon
yleinen ratkaisu on

z(t) = elnﬂ/l-e_l“'tdt

— t/e“”‘l'dt
1

— t/—dt
¢

= t(ln|t|+C)
— tIn|t| + Ct.

Etsitdan vakio C| joka toteuttaa alkuehdon
z(1)=1ln[1|+Cl=0+C=C=T,
Télloin alkuarvo-ongelman ratkaisu on
x(t) =tin|t] + Tt.
25. Tehtava 25, sivulta 31.

26. Tehtava 26, sivulta 31.



27. Tehtéva 27, sivulta 32. Etsitdédn differentiaaliyhtélon ratkaisu

plnly| —ay
plnfy| + ¢In|z|
In |y?| + In |2
In |y"2|

Pt

yPat

ypflfq

missi, C' = e“*. Niin ollen differentiaaliyhtélén ratkaisu toteuttaa yhtélén

yPxd = Ceb®e™

—q—i—bx. Y

T p—ay
— b
de

T

/ —atbr
X

/—g+bdx
T

—qIn|z|+ bz + C
br + ay + C
br + ay + C}

bxr + ay + C}
bx+ay+C1

e
ebxeayeC'l

bx ay
Ce™ e,

19
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Ratkaisuja luvun 2 tehtaviin

28. Tehtava 28, sivulta 39. Piirretdan ensin piste P keskipisteend ympyran
kaaret suoralle [. Sitten piirretdén suoran ja ympyrankaarien leikkauspisteet
keskipisteind ympyrdan kaaret suoran sille puolle, jossa piste P ei sijaitse.
Yhdistetaén piste P ja ympyran kaarien leikkauspisteet.

29. Tehtava 29, sivulta 39. Piirretdan ensin pisteen P kautta suoran [ leikkaa-
va mielivaltainen suora s. Piirretdan sitten suorien leikkauspiste keskipisteené
ympyréan kaari, joka leikkaa molemmat suorat. Merkitdan ndin muodostuneen
sektorin keskuskulmaa «. Piirretdén samalla siteelld ympyran kaari piste P
keskipisteend. Valitaan tdmaén jéalkeen séteeksi ensimmaisen ympyréan kaaren
ja suoran s leikkauspiste ja piirretdan jalimmaéisen ympyrén kaaren ja suoran
s leikkauspiste keskipisteend ympyrdn kaaren leikkaava kaari. Yhdistetaan
néin saatu kaarten leikkauspiste ja piste P viivaimen avulla.

30. Tehtéva 30, sivulta 39. Olkoon kolmion kulmat «, § ja v kuvan mukai-
sesti.

C

a
A ¢ » B

Piirretdén pisteen C' kautta kolmion sivun AB kanssa yhdensuuntainen suora
ja jatketaan kolmion sivuja AC ja BC.

a f
A ¢ * B

Samanpaikkaset ja ristikkdiset kulmat tiedetddn yhta suuriksi ja oikokulma
tunnetaan, joten o + 3 + v = 180°.
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31. Tehtéva 31, sivulta 39. Piirretdén tasakylkisen kolmion kérjen C' kautta
kannalle AB normaali.

e
A B

32. Tehtava 32, sivulta 44. Viitteitd ovat (a), (c), (d), (e)
Viitteita eivét ole (b), (f), (g)

33. Tehtéava 33, sivulta 44. P="reaaliluku x on (aidosti) suurempi kuin 1”7 =
T > 17

Q="reaaliluvun z nelié on (aidosti) suurempi kuin 17 = "2? > 17
—P="reaaliluku z ei ole (aidosti) suurempi kuin 1”

="reaaliluku x on yhté suuri tai pienempi kuin 17 ="z < 17
—(Q)="reaaliluvun z neli6 ei ole (aidosti) suurempi kuin 1”

—"reaaliluvun z nelié on yhti suuri tai pienempi kuin 17 = 2% < 17

(a) Oletus on P ja johtopa&tos on . Viite P = () on tosi.

(b) Oletus on @ ja johtopaitds on P. Viite Q = P on epitosi, silld esi-
merkiksi jos x = —2, niin 4 > 1, mutta x < 1.

(c) Oletus on =P ja johtopéétos on —@Q). Viite =P = —() on epétosi, silld
esimerkiksi —2 < 1, mutta (—2)> =4 > 1,

(d) Oletus on @ ja johtopéétos on —P. Viite () = —P on epétosi, silld
esimerkiksi jos = 2, niin 4 > 1, mutta z > 1.

34. Tehtava 34, sivulta 45.

35. Tehtéva 35, sivulta 45. Tosia viitteitd ovat (c), (d), (e), (g), (i)
Epétosia viitteitd ovat (a),(b),(f),(h), (j)

36. Tehtava 36, sivulta 58. Todistuksessa on osoitettava oikeaksi kaksi véi-
tetta:

1. jos n on parillinen, niin n? on parillinen,
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2

2. jos n® on parillinen, niin n on parillinen.

Osoitetaan ensin véite 1. Oletetaan, ettd n on parillinen, jolloin se voidaan
esittdd n = 2k, k € R. Tallsin n? = (2k)*> = 4k* = 2(2m?), joten n? on
parillinen.

Viite 2 osoitetaan vastaoletuksen avulla. Tehdéan vastaoletus, ettd n on
pariton. Luku n voidaan nyt esittdd muodossa n = 2k + 1, k € R. Télloin
n? = (2k+1)? = 4k*+4k+1 = 2(2k?+2k) +1, joka on ristiriidassa oletuksen
n? on parillinen kanssa. Siis alkuperiinen viite on tosi.

Koska viaitteet 1. ja 2. ovat tosia, niin tehtavan véite on tosi.

37. Tehtédva 37, sivulta 58. Todistuksessa on osoitettava oikeaksi kaksi véi-
tetta:

1. jos n on pariton, niin n? on pariton,

2

2. jos n“ on pariton, niin n on pariton.

Osoitetaan ensin véite 1. Oletetaan, ettd n on pariton. Télloin se voidaan
esittdd muodossa n = 2k + 1, k € R, jolloin

n® = (2k +1)* = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1,

joten n? on pariton. Viite 1 on siis tosi.
Todistetaan viite 2 vastaoletuksella. Tehddan vastaoletus, ettd n on pa-
rillinen. T&ll6in se voidaan esittdd muodossa n = 2k, k € R, jolloin

n? = (2k)* = 4k* = 2(2k?),

miké on ristiriidassa oletuksen kanssa. Siis alkuperdinen véite on tosi.
Koska viaitteet 1. ja 2. ovat tosia, niin tehtavan véite on tosi.

38. Tehtava 38, sivulta 5H8.

(a) Tehdséin vastaoletus, ettd /3 on rationaalinen. Tillsin se voidaan esit-
m
ta4 murtolukumuodossa V3 = —, m,n € Z, jossa lukujen m ja n suu-

n
rin yhteinen tekija on 1. Neliojuuren méaaritelmén perusteella saadaan
2
m
3 = — ja edelleen 3n* = m?.
n

Jos n on pariton, niin n? on pariton, jolloin myos m? on pariton. Jos
n on parillinen, niin n? on parillinen, jolloin m? on parillinen. Koska
lukujen n? ja m? parillisuuden vuoksi myds n ja m olisivat parillisia,
niin talloin luvuilla n ja m olisi yhteisené tekijéana 2, joka on ristiriidassa
oletuksen kanssa.
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Keskitytaan siis tapaukseen n ja m ovat parittomia. Talloin n esittaa
muodossa n = 2k + 1, kR ja m muodossa m = 2[ + 1, jolloin

32k + 1) = (21 + 1)?
3(4k* + 4k +1) =41* +41 +1
12k + 12k +3 =417 +41 +1
12k% 4+ 12k + 2 = 41% + 4l

6k + 6k + 1 = 21* + 21

2(3k* + 3k) + 1 =2(1* +1).

to 0

Vasen puoli on nyt pariton ja oikea puoli parillinen. Tehty vastaoletus
ei siis tuota ratkaisua, joten lukua V3 ei voida esittad murtolukumuo-
dossa. Siis alkuperdinen véite on tosi eli v/3 on irrationaalinen.

(b)

39. Tehtéava 39, sivulta 58. Tehdédan vastaoletus, ettd rationaaliluvun z ja
irrationaaliluvun y summa x + y on rationaalinen. Koska x on rationaalinen,
voidaan se esittdd muodossa z = ¢, a,b € Z,b # 0 ja summa voidaan esittad
m
muodossa © +y = —, m,n € Z,n # 0. Tall6in saadaan
n
a m

+ty=—
byn

& an 4+ bny = bm
& bny =bm —an
bm — an
& y=—,
bn

joka vaittdd luvun y olevan rationaalinen. Tama on ristiriidassa oletuksen
kanssa, joten tehty vastaoletus on epétosi ja alkuperdinen véite on tosi.

40. Tehtéva 40, sivulta 58.

(a) Tehddidn vastaoletus, ettd /2 on rationaalinen. Télloin se voidaan esit-
tad muodossa /& = —, missi m ja n ovat kesken#isin jaottomia eli nii-

den suurin yhteinen tekija on 1, liséksi n # 0 ja m,n € Z.
3

. . e oo . .. m .
Kuutiojuuren mééritelmédn mukaan saadaan z = —-. Koska m ja

n

n ovat kokonaislukuja, niin my6s niiden kuutiot ovat kokonaislukuja.
Néin ollen paddytéadn ristiriitaan, silla oletuksen mukaan x on irratio-
naalinen. Siis vastaoletus on epétosi ja alkuperiinen viite on tosi.
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(b) Olkoon x = /2 (1/2 irrationaaliluku). T#ll6in (\/5)2 = 2, mikd on
ristiriidassa véitteen kanssa. Alkuperéinen véite on siis epétosi.

41. Tehtéva 41, sivulta 58.

42. Tehtéva 42, sivulta 59. Sievennetdédn lauseketta sivun 50 esimerkin kaa-
vojen avulla

sin(a + 3)
cos(a + 3)
sin v cos 3 + cos asin 3

tan(a + () =

cos a.cos 3 — sin asin 3
sin v cos 3 + cos asin 3

( sinasinﬂ)
cosa | cosff — ———

cos
sin av cos 3

+ sin 3

sin acsin (3

COS v

cos 3 —
cos «

sin o cos
—ﬁ + sin 3

_ Cos (v
sin o sin 3 )

1—
cosj ( cos o cos 3

sina  sin(

cosa  cos 3
sin «v sin (3

" cosa cos 3
tan o + tan 3

1 —tanatan 3’




tan(a — ()

43. Tehtéva 43, sivulta 59.
kukaavoja

sin(2aq)

cos(2a)

tan(2«)

25

sin(a — f3)
cos(a — )

sin v cos f — cos asin 3

cos acos 3 + sinasin 3
sin v cos 3 — cos asin 3

cos o cos 3 (1 + w)
cos acos 3
sina  sin 8
cosa cos 16}
sin «v sin 3
cos a cos 3

tan a — tan 3

1+tanatan 3

Kaytetaan kosinin, sinin ja tangentin yhteenlas-

sin(a + «)
sin o cos « 4 cos o sin «
2 cos asin @,
cos(a + a)
COS (¥ COS @ — Sin ar sin «
cos’ a — sin? o,
tan(o + «)
tan o + tan o

1 —tanatan o
2tan o

1 —tan?a

44. Tehtéava 44, sivulta 59. Tarkastellaan suorakulmaisen kolmion
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kulmaa «. Ison kolmion perusteella

CoOstx = —
C

ja korkeuden rajaaman pienemmén kolmion perusteella

) h
sina = —.

b

Naiden perusteella b = ccosa ja h = bsin «, joten

h = bsina
= ccosasin«o

1
= 520005asin0z
= 502008asina
= —csin(2a).
Jesin(2a)

45. Tehtéva 45, sivulta 59. Tarkastellaan kuvan kolmiota.

Kolmion pinta-ala on A = %ch. Kuvan perusteella
sinf3 =

sinae =

S>>

joista voidaan ratkaista h

= asinf,

h
h = bsina.

Valitaan h = bsin « ja sijoitetaan se kolmion alan kaavaan

1
A= —ch = —cbsina.
2 2
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Sinilauseen perusteella

b c’
josta saadaan ratkaistua b
csin
b= — ﬁ.
siny

Sijoitetaan saatu lauseke kolmion alan kaavaan

1 . 1 csing . c? sin asin 3
A= —cbsina = —c— sihnqg = ————M—
2 2 sinvy 2siny

46. Tehtava 46, sivulta 59. Tehtévissa ehdollisen lauseen oletus on
r,yelijax>0,y>0
ja vaite
w2 —y? # 1
Tehdaan vastaoletus, ettd on olemassa sellaiset positiiviset kokonaisluvut x

ja y, joilla
22—y =1.

Talloin yhtalo voidaan muuttaa muotoon
(r+y)(r—y) =1
Taman tulon tekijoitd voivat olla vain

r+y=1
r—y=1

?

silla oletuksen mukaan x ja y ovat positiivisia kokonaislukuja. Téastéd saadaan
puolittain yhteen laskemalla ja ratkaisemalla x ja y

r=1
y=0"
mika on ristiriidassa oletuksen kanssa, silla aluksi oletettiin, ettd y > 0. Siis

tehty vastaoletus on epétosi ja alkuperédinen véite on tosi.

47. Tehtéava 47, sivulta 59. Olkoot f ja g parittomia funktioita. Siis
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Muodostetaan naistad murtofunktio

Tutkitaan, mitd on h(—x)

hew) — FCD

Siis kahden parittoman funktion murtofunktio on parillinen.
48. Tehtéva 48, sivulta 59.

49. Tehtava 49, sivulta 70.

AUB=1{-1,0,1,2,3,4,5}

A\C ={1,2,4}

BnD={-1,0,2,3}

BUC={-1,0,2,3,5,7}, joten (BUC)NA={2,3,5}.

50. Tehtava 50, sivulta 70. Kirjoitetaan joukot ensin siten, etta jokainen alkio
esiintyy niissa vain kerran

A=1{0,1,2}, B=1{1,2,4,5,7}, C ={0,1,2,3}.
Talloin
AN B={1,2},
AuC ={0,1,2,3},
BnNC ={1,2}, joten Ax BNC = {(0,1),(0,2),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)},
C\B ={0,3}.
51. Tehtava 51, sivulta 70.
AND=AN0 =0,
AUuD=A={-2,—-1,0,1},
BNC =0,
E={(1,-2),(1,0),(2,-2),(2,0),(3,—2),(3,0)}.

52. Tehtava 52, sivulta 70. Naytetdan oikeaksi osittelulaki
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC).

Osoitetaan vaitteet
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l.josze AU(BNC),niinz e (AUB)N(AUC)

2. josx e (AUB)N(AUC), niinxz € AU (BNC).

Viitteen 1 todistamiseksi olkoon x € AU (BN C). Télloin x € A tai
x € BN C. Leikkauksen méaritelmén perusteella z € B ja x € C, joten
r € AUB jax € AUC. Leikkauksen mééritelmén nojalla z € (AUB)N(AUC).

Viitteen 2 todistamiseksi olkoon z € (AU B)N(AUC). Télloin leikkauk-
sen maaritelman nojalla x € AU B ja x € AU C. Unionin méaritelmésta
paatellaén, ettd x € Ataix € Bjax € Celix € A tai x € BN C. Talloin
union mééritelmén perusteella x € AU (BN C).

53. Tehtava 53, sivulta 70. Naytetdan oikeaksi De Morganin laki
A\ (BNC)=(A\B)U(A\C).
Osoitetaan vaitteet

1. josze A\ (BNC),niinx € (A\B)U(A\C)

2. josze (A\B)U(A\C),niinzx e A\ (BNC).

Viitteen 1 todistamiseksi olkoon z € A\ (BN (). Télléin z € A ja
r ¢ (BUC). Koska = ¢ (BN (), niin leikkauksen mééritelmén perusteella
r ¢ Btaix ¢ C. Koska v € A, niin x € A\ B tai x € A\ C. Union
mééritelmén nojalla x € (A\ B) U (A\ C).

Viitteen 2 todistamiseksi olkoon z € (A \ B) U (A \ C). Télléin unionin
médritelmén perusteella x ¢ B tai x ¢ C. Komplementin mééritelmén avulla
padtellaan, ettd x € Ajax ¢ B taix ¢ C. Siis x € A, muttaz ¢ BN C.
Talloin komplementin mééritelmén nojalla x € A\ (BN C).

54. Tehtava 54, sivulta 71. Tarkistetaan osittelulakien oikeellisuus Venn-
diagrammien avulla. Aloitetaan ensimmaisen lain vasemmasta puolesta. Piir-
retddn siis ensin omiin kuviinsa joukot A ja B U C, joista otettu leikkaus on
viimeisessd kuvassa.

A BucC AN(BUCQC)
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Tehdaddn samoin lain oikealle puolelle. Ensin piirretdédn omiin kuviinsa
joukot AN B ja AN C, mutta yhdistetdan joukot nyt viimeiseen kuvaan
unionilla.

ANB ANnC (ANB)U(ANCQC)

Vertaamalla kummankin kuvasarjan viimeisia kuvia huomataan, etta ky-
seessd ovat samat joukot ja siis ensimmainen osittelulaki patee.

Tarkastellaan kuvien avulla my6s toinen osittelulaki. Lahdetdan taas liik-
keelle lain vasemmalta puolelta piirtamélla omiin kuviinsa joukot A ja BNC.
Liitetdan unionilla joukot yhteen viimeiseen kuvaan.

A BncC AU (BNC)

Otetaan sitten késittelyyn toisen lain oikea puoli. Piirretdéan ensin omiin
kuviinsa joukot AU B ja AU C' ja otetaan niista leikkaus.

AUB AuC (AUB)N(AUC)

Jalleen havaitaan, ettd kumpaakin lain puolta esittavat kuvat yhtenevét
viimeisten kuvien osalta, joten jalkimmainenkin laki siis pétee.

55. Tehtéva 55, sivulta 71. Tutkitaan Venn-diagrammien avulla DeMorganin
lakien oikeellisuus. Aloitetaan jalleen ensimméisen lain vasemmasta puolesta
vastaavasti kuin Osittelulain yhteydessa. Ensin piirretdén siis omiin kuviinsa
joukot A ja BUC, joista saadaan lopullinen joukko ottamalla joukon B UC
komplementti joukossa A.
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@&
&
&

BUC A\(BUC(C)

Tutkitaan my6s lain oikea puoli siten, ettd ensin piirretdén kuvat jouk-
kojen B ja C' komplementeista joukossa A ja otetaan néistéd joukoista sitten
leikkaus.

&
&
&

A\B A\C (A\B) N (A\C)

Havaitaan, ettd viimeiset kuvat vastaavat toisiaan, joten ensimméinen
DeMorganin laki patee naiden kuvien perusteella.
Jatketaan toisen DeMorganin lain tarkastelulla. Piirretddn nyt joukot A

ja BNC' omiin kuviinsa ja sitten otetaan joukon BNC' komplementti joukossa
A.

&
&
&

BNnC A\(BNO)

Oikean puolen tarkasteluun tarvitaan kuvat joukoista A\ B ja A\C, joiden
unioni on viimeisessé kuvassa.

&
&
&

A\B A\C (A\B) U (A\C)

Siis toinenkin De Morganin laki pétee kuvien perusteella.
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56. Tehtava 56, sivulta 71.
(a) {z|lz =2y +1, y € Z},
(b) {zlz =6y, y € Z},
(c¢) {z € Rjxz > 0}.
57. Tehtava 57, sivulta 71. Joukot ovat
(a) negatiiviset reaaliluvut,
(b) luvulla 3 jaolliset luonnolliset luvut,
(c) ehdon |2z — 3| < 4 téyttéavit kokonaisluvut eli luvut 0, 1, 2 ja 3.

58. Tehtava 58, sivulta 71. Tehtavin vaitteen todistamiseksi on osoitettava
kaksi vaitetta

1. jos A C B, niin AUB =B,
2. jos AUB = B, niin A C B.

Viitteen 1 todistamiseksi olkoon A C B. Jos x € A, niin my6s x € B,
jolloin unionin maéritelmén ja oletuksen perusteella AU B = B. Jos x € B,
mutta x ¢ A, niin unionin méaéritelmén perusteella AU B = B.

Viitteen 2 todistamiseksi olkoon A U B = B. Unionin mééritelmén pe-
rusteella = € A tai z € B. Yhtd suuruuden vuoksi paatelldén, ettd A C B.

59. Tehtava 59, sivulta 71. Tehtdavian vaitteen todistamiseksi on osoitettava
kaksi vaitetta

1. jos AC B, niin AN B = A,
2. jos ANB = A, niin A C B.

Viitteen 1 todistamiseksi olkoon A C B. Talléin jos z € A, niin myos
x € B. Koska © € A jax € B, niin z € AN B. Leikkauksen mééritelmén
perusteella AN B = A.

Viitteen 2 todistamiseksi olkoon ANB = A. Jos ¢ € AN B, niin leikkauk-
sen médritelman perusteella x € A ja x € B. Télloin oletuksesta paatellaén,
ettd A C B.
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60. Tehtava 60, sivulta 71. Olkoon A C B C FE. Osoitetaan, ettd talloin
FE\B C E\A.

Olkoon x € F\B. Talloin joukkojen komplementin mééritelmén perusteella
r € ENxz ¢ B. Koska A C B, niin tiedetdén, ettd v € F A x ¢ A. Téasta
komplementin mééritelmén perusteella paatelladn = € E\ A, joten viite on
tosi.

Lyhyesti
reE\B=recFENx¢B==rxecENx¢ A= xc E\A.
Siis F\B C E\A.
61. Tehtéva 61, sivulta 71. (a)
AU(BN(CUE\W)) = AUu((BNnC)U(BNE\W))
= AU((BNnC)Ub)
AUB=B.
(b)
(E\XUY)N(XUE\Y) = (E\XUY)NX)U(F\XUY)NE\Y)
(EA\XNX)UYNX)U(E\XNE\Y)U(YNE\Y)
= QUYNX)U(E\XNE\Y)UD
= YNX)U(E\(XUY)).

62. Tehtava 62, sivulta 77. Todistetaan véite induktiolla.
Alkuaskel (MI1) pétee, silla kun n =1

f(z) = (—1)% sinz = (—1)'sinx = —sin .

Tehdadn seuraavaksi oletus, ettda k£ on pariton luonnollinen luku. Téll6in
induktio-oletus on

F®(z) = (=1)"% sinz.

Tarkastellaan sitten véitettd, kun n = k + 1 ja kdytetdan induktio-oletusta

f(k+1) (z) = (f(k)>

= - ((—1)T sinx)

—1)"2 cosz,

SRR

—~
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joten induktioaskel (MI2) téayttyy téssa tapauksessa. Tehdéaéin vastaava tar-
kastelu oletuksella, ettd k& on parillinen luonnollinen luku. Té&lléin induktio-
oletus on

f® = (=1)2 cos .

Tarkastellaan véitetta, kun n = k + 1 ja kiiytetdan induktio-oletusta

f(k-i—l)

o
~
—~
S
~
~—

[S1ES

SRS
}_n
0
=
(@]
2
8
N—

'_l
—_ — — — ~— ~— I/

(—sinx)

(—1)sinz

! sin x

I
—_

—+
(SIS}

sin x

ESI TR CIE S CTE T E

[

|
—_

2 sinx

(k+1)+1
2 sinw,

I
—_

AAAA/—\A
|
—_

joten induktioaskel (MI2) on voimassa molemmissa tapauksissa. Induktiope-
riaatteen nojalla véite on tosi.

63. Tehtéva 63, sivulta 77. Todistetaan véite (ab)™ = a™b™ jokaisella n € N
induktiolla.
Alkuaskel (MI1) tayttyy, silla kun n =1

(ab)' = ab = a'b'.
Olkoon viite voimassa, kun n = k. Talloin induktio-oletus on
(ab)* = a*ok.
Tarkastellaan véitetta, kun n = k + 1. Kaytetdan induktio-oletusta, jolloin

(ab)*** = (ab)*(ab)

= a"bFab
= a"ab®b
s bk+1’

joten myos induktioaskel (MI2) on voimassa. Koska kohdat (MI1) ja (MI2)
tayttyvét, niin induktioperiaatteen nojalla viite on voimassa jokaisellan € N.
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64. Tehtava 64, sivulta 77. Todistetaan viite induktiolla.
Alkuaskel (MI1) on voimassa, silla

5 '+1=5+1=6.
Olkoon viite voimassa, kun n = k eli induktio oletus on
52771 11 =6t,t € Z.

Tarkastellaan véitettd, kun n = k£ + 1. Talloin induktio-oletuksen perusteella
saadaan
5k+)-1 4 2(kHD-1 4

_ p2kt2-1

_ @12 4 g

= 5%7152 41

= 25.5%1 41

— 945t gl

koska 24 on jaollinen luvulla 6 ja induktio-oletuksen mukaan 5%~ + 1 on
jaollinen luvulla 6, niin ndiden summasta voidaan ottaa luku 6 yhteiseksi
tekijiksi. Néin ollen induktioaskel (MI2) on voimassa.

Koska alkuaskel (MI1) ja induktioaskel (MI2) ovat voimassa, niin induk-
tioperiaatteen nojalla véite on voimassa jokaisella n € N.

65. Tehtéava 65, sivulta 77. Alkuaskel on voimassa, silld kun n = 2
22 -2=8-2=6=3-2,

joten 22 — 2 on jaollinen luvulla 3.
Olkoon viite voimassa, kun n = k eli induktio-oletus on

K2 — k=3t teZ
Tarkastellaan vaitetta, kun n = k + 1

(k+1P—(k+1) = P +3k°+3k+1-k-1
= kK —k+3(k*+k).

Induktio-oletuksen perusteella k3 — k on jaollinen luvulla 3 ja summan jil-
kimmaéisestd termistd 3(k* + k) ndhdéén, ettd sekin on jaollinen luvulla 3.
Néin ollen induktioaskel (MI2) on voimassa.

Koska alkuaskel (MI1) ja induktioaskel (MI2) ovat voimassa, niin induk-
tioperiaatteen nojalla viite on tosi jokaisella n > 2.
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66. Tehtéva 66, sivulta 77. Alkuaskel on voimassa, silld kun n = 3

32>2.3
< 9> 0.

Olkoon viite voimassa, kun n = k. Talloin induktio-oletus on
k* > 2k.
Tarkastellaan véitetta, kun n = k£ 4 1 ja kiytetdan induktio-oletusta
(k+1P2=k+2k+1>2k+2k+1>2k+2=2(k+1).

Induktioaskel (MI2) on my6s voimassa, joten induktioperiaatteen nojalla véi-
te on tosi jokaisella n > 3.

67. Tehtdva 67, sivulta 77. Osoitetaan véite induktiolla. Alkuaskel on voi-
massa, silla

ot =att =20 =1=2" -1
j=1
Olkoon viite voimassa, kun n = k, jolloin induktio-oletus on

k

d ot =2k

j=1

Tarkastellaan vaitetta, kun n = k+1. Induktio-oletuksen perusteella saadaan

k+1 k
Z 9i—1 _  ok+1-1 + Z 9i—1
j=1 i=1
— oktl=l 4ok
= 2"4+2F 1
= 2.2 1
— 2k+1 -1

)

joten induktioaskel (MI2) on voimassa. Koska kohdat (MI1) ja (MI2) téyt-
tyvéit, on viite induktioperiaatteen nojalla voimassa kaikilla n € N.

68. Tehtavi 68, sivulta 77. Alkuaskel (MI1) on voimassa, silld

1
121+1)2 4
Zj3:13:1ja—( L Y

Jj=1
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Olkoon viite voimassa, kun n = k. Télléin induktio-oletus on

k
ng _ Kk + 1)2.
, 4
Jj=1

Tarkastellaan viitettd, kun n = k + 1. Induktio-oletuksen perusteella
saadaan

§?3= w+m+§¥3
= w+n?+ﬁﬁfii
_ AR+ + R+ 1)
_ w+n%42+n+k%
::(k+D%Wi4k+®
_ w+mywizy
_ w+néﬁ+n+n2

Téten myo6s induktioaskel (MI2) on voimassa. Koska kohdat (MI1) ja (MI2)
tayttyvét, niin induktioperiaatteen nojalla véite on voimassa jokaisella n € N.

69. Tehtéva 69, sivulta 77. Alkuaskel (MI1) on voimassa, silld kun n =1
2.1=2=(1+1)L

Olkoon viite voimassa, kun n = k. Talloin induktio-oletus on

k

> 2= (k+ 1)k

i=1
Tarkastellaan véitettd, kun n = k + 1. Induktio-oletuksen perusteella
saadaan

k+1

> 2 = (k+1k+2(k+1)

= (k+2)(k+1)
= (k+1)+1)(k+1).
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Téten my6s induktioaskel (MI2) on voimassa. Koska kohdat (MI1) ja (MI2)
tayttyvat, niin induktioperiaatteen nojalla vaite on voimassa jokaisellan € N.

70. Tehtéva 70, sivulta 78. Alkuaskel (MI1) on voimassa, silld kun n =1
2:1-1=1=1%

Olkoon viite voimassa, kun n = k. Talloin induktio-oletus on

Tarkastellaan viitettd, kun n = k + 1. Induktio-oletuksen perusteella
saadaan

k+1
di-1) = P+ @2k+1)-1)
=1
= K+2%k+2-1
= K +2k+1
= (k+1)%

Téaten my6s induktioaskel (MI2) on voimassa. Koska kohdat (MI1) ja (MI2)
tayttyvat, niin induktioperiaatteen nojalla viite on voimassa jokaisellan € N.

71. Tehtava 71, sivulta 78. Alkuaskel (MI1) on voimassa, silld kun n =1
1-1 a(l —r')

ar =q=
1—r

Olkoon viite voimassa, kun n = k. T&ll6in induktio-oletus on

k

. 1—rk
ZWHZG( 7“)_
— 1—r

Tarkastellaan vaitettd, kun n = k£ + 1. Induktio-oletuksen perusteella
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saadaan

k+1 k
. a(l—r _
Zarl 1 _ ( )+ark+1 1

— 1—r
a(l —1r*) N (1—r)ar®
1—r 1—r

a(l —r*) +ar® — rar
1—7r

a—ar® +ar® —ar
1—r

a — arktl

o

a(l —rk“)

1—7r

k

k+1

Téten my6s induktioaskel (MI2) on voimassa. Koska kohdat (MI1) ja (MI2)
tayttyvat, niin induktioperiaatteen nojalla viite on voimassa jokaisellan € N.

72. Tehtéva 72, sivulta 78. Alkuaskel (MI1) on voimassa, silla kun n =1

Olkoon viite voimassa, kun n = k. Induktio-oletus on t&lloin

k
Zai _ k‘al "‘ak.
i=1 2
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Lisdtéan induktio-oletuksen kummallekin puolelle a; + 1. T&ll6in

k

a; + ag
Zai+ak+1=/€ 12 + Qg1
i=1

AR a+a 2a
PN .= k 1 k k+1
2T
k+1
kay + kag 4+ 2ag41
= i =
2 2
k+1
kay + kay + 2a5.41
= i =
2 2
k+1
o Z a0 = kCLl +a; —a; + kCLk + 2ak+1 + k‘ak+1 — kak+1
i=1 Z 2
k+1
(k? + 1)@1 + (k‘ + 1)ak+1 —a1 + kak + Ap+1 — kak+1
= i =
2 T z
k+1
ay + app1 - —a1+ g1 — k(agp — ag)
; a; = (k+1) 5 + 5

Koska kyseessé on aritmeettinen summa, tiedetdan, ettd axy; — ax = d,
missé d on vakio. Téalloin saadaan

Ao — a1 = d,
az —a; = 2d,
ag —ay = 3d,

Ap+1 — a1 = kd.
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Sijoittamalla saadaan

k+1

a1 +a —a1+a — k(a —a
Zaz:(k"'l) 1 2k+1+ 1 k+1 2 (k+l k)
=1
E+1
a1+ a kd — kd
& Y a=(k+1)= 2’“+1+ —
=1
k+1

a1 + Q1
2 b

& ) ai=(k+1)

i=1

joten induktioaskel (MI2) on voimassa. Induktioperiaatteen nojalla viite on
volmassa.

73. Tehtéva 73, sivulta 78. Alkuaskel (MI1) on voimassa, silld 1-alkioisella
joukolla {a;} on kaksi osajoukkoa 0 ja {a;}.

Olkoon viite voimassa, kun n = k, jolloin induktio-oletuksena on, etta
k-alkioisella joukolla {ai, as, ..., ay} on 2 osajoukkoa.

Joukosta {ay,as,...,ax,ars1}, jossa on k + 1 alkiota voidaan muodos-
taa osajoukot {ai,as,...,ar} ja {ary1}. Jokaisesta joukon {ai,as, ..., ax}
osajoukosta voidaan muodostaa kaksi joukon {aj,as,. .., ax, a1} osajouk-
koa, toiseen joukkoon kuuluu muiden alkioiden liséksi alkio axy; ja toiseen
ei. Koska induktio-oletuksen perusteella joukolla {aj,as,...,a;} on 2% os-
ajoukkoa, niin joukolla {a;,as,...,ax, arp1} on 2 - 28 = 281 osajoukkoa,
joten induktioaskel (MI2) on voimassa. Induktioperiaatteen nojalla viite on
voimassa.

74. Tehtéava 74, sivulta 78. Alkuaskel (MI1) on voimassa, silld kun n = 1,
nime —y =z —y.
Olkoon viite voimassa, kun n = k;. Tall6in induktio-oletuksena on, etta

k1—1
xlﬁ o ykl — (l' . y) Z xkykl_l_k.
k=0

75. Tehtdva 75, sivulta 81. Olkoon joukot A ja B aérellisia. Talldin niissé on
adrellinen méaara alkioita. Merkitdédn joukkojen alkioiden lukuméaria #A4 = n
ja #B = m. Joukoissa A ja B voi olla samoja alkioita, jotka siis kuuluvat
naiden joukkojen leikkaukseen ANB. Merkitaén nédiden alkioiden lukumaéraé
#(ANB) =k.

Joukossa A on n — k alkiota, jotka eivét ole yhteisid joukon B alkioiden
kanssa. Vastaavasti joukossa B on m — k alkiota, jotka eivdt ole yhteisia



42

joukon A alkioiden kanssa. Joukkojen alkiot voidaan laskea yhteen

HA+#B=n—-k)+k+(m—Fk)+k=mn—k)+ (m—Ek)+2k.

Huomataan, etta yhteiset alkiot lasketaan talloin kahdesti. Unionissa alkioi-
den moninkertoja ei kuitenkaan lasketa, joten saadusta alkioiden summasta
on viahennettévé kerran yhteisten alkioiden lukumééra. Joukon AU B alkioi-
den lukumééara on siis

#(AUB) = #A+ #B — #(ANB).

76. Tehtava 76, sivulta 81.

77. Tehtava 77, sivulta 82.

78. Tehtava 78, sivulta 82.

79. Tehtava 79, sivulta 82.

80. Tehtava 80, sivulta 82.

81. Tehtava 81, sivulta 82.

82. Tehtava 82, sivulta 82.
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Ratkaisuja luvun 3 tehtaviin

83. Tehtava 83, sivulta 89.
84. Tehtava 84, sivulta 89.
85. Tehtava 85, sivulta 89.
86. Tehtava 86, sivulta 90.
87. Tehtava 87, sivulta 91.
88. Tehtava 88, sivulta 92.
89. Tehtava 89, sivulta 92.
90. Tehtava 90, sivulta 92.
91. Tehtava 91, sivulta 92.
92. Tehtava 92, sivulta 100.

93. Tehtava 93, sivulta 100. Tulo on reaalinen, jos sen imaginaariosa on 0.
Lasketaan tulo zw

2w = (1—21)(1+ 21)
= 1-14+1-2i—-2i-1—-2i-2i
= 1+2i-2i—(2i)?
= 1-4(-1)
= 1+4=5.

Tulon zw imganaariosa on 0, joten tulo on reaalinen.
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94. Tehtava 94, sivulta 100.

27l =

—2+21
—2—-21

(=2 +2i)(—2 — 2i)
-2 —2i
4 —4i?
—2—92i
444
—2 -2

SR
g

Il
—~
w
|
—

) (‘}r

|
~_

—T-.

+

/T»hl»—t

>+
+ e
|

Il
| |
=W oW
! |

NI = s =
—

N————



1
= w—
z

A3 1.
= (=2+2i) <E+1_01>
6 2 6 2

_ ____. _. _.2
= "0 1010 !

SRS

10 10 10 " 10
_ 8,442
10100 55"

95. Tehtava 95, sivulta 100.

a)z? = (1-1i)?

(1-1i%)
14 i

1

)

_l’_
+ =1

DO | —
N =

96. Tehtava 96, sivulta 100. Sijoitetaan yhtaloon juuri 1 + i
(1+i)?—21+1)+2 = 14+2i+i*-2-2i+42=1-1-2+2=0
jajuuri 1 —1
(1—-i)?=21—-i)+2 = 1-2i+i°-2+2i42=1-1-2+2=0.

Siis 1 +1i ja 1 —1i ovat yhtdlon 22 — 22 + 2 = 0 juuret.
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97. Tehtéva 97, sivulta 100.

a) z1z9 = (2+31)(—-2+1)
= —4+4+2i-6i4+3i°
= —4-3—4i=-T—4i,
b) [ = V22+32=VA+9=113,
2o —2+i
z 2+ 31
(=2 +1i)(2 - 31)
(2 +3i)(2 - 31)
—4+6i+2i+3
22 — 322
—1+8i

13
1 8

13713

98. Tehtava 98, sivulta 100.

z2—1=-2z+3+1
2+2z2=3+1+1
3z =3+ 21

21

< z—§+—
3 3

& 1+2'
zZ= -1
3

T ¢

99. Tehtava 99, sivulta 102. Olkoon z = —1 —1i ja w = x 4+ yi. Ratkaistaan



yhtélosta zw = 2 luku w

2w = 2
2
Sw = -
z
- 2
w g
-1 -1
N 2(—=1+1)
w _—
(=1 —1i)(—=1+1)
—2+2i
Sw = =
1—1
N B —2+4+2i
e R |
N —2+2i
w =
2
sSw = —1+11.

100. Tehtava 100, sivulta 102.

101.

102.

103.

104.

105.

22—-5i=(2+1i)z—3

& 2z2—Db1i=2z+4+1z2—3
& 22—2z2—1z=-3+51
& —iz=-3+51
-3+ 51
= = -
—i
o L (535500
(—i)i
—3i+5i?
< E= 3
—1i
-5 — 31
& 2= S = —5-3i

Tehtéava 101, sivulta 102.
Tehtéava 102, sivulta 102.
Tehtéava 103, sivulta 102.
Tehtéava 104, sivulta 102.

Tehtéava 105, sivulta 102.

47
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106. Tehtivi 106, sivulta 104. T— 21 =1 + 21,
—d+i=—4—1i

—v5 —3i=—5+3i,

2 2i=-2+2i,

2+6i=2—6i

107. Tehtava 107, sivulta 104. Olkoon z = x + yi

2ZZ2=2z—-1+1
2Z—z=-1+1i

20 —yi) — (x +yi) = =1 +1i
20 —2yi—zr—yi=—-1+1i
r—3yi=—-141

x=—1ja —3y=1 (verrataan kompelksilukujen reaali- ja imaginaariosia)

(A R

, 1
x:—ljay:—§

108. Tehtava 108, sivulta 104. Olkoon x + yi

iz—(2z2—-1)=2i
1z—2z+1=21
iz—2zZ2=-142i

i(z+yi) —2(x—yi)=—-1+2i
iz +yi?—27+2yi=—1+2i
2z —y+ (r+2)i=—-142i

S I R

Muodostetaan reaali- ja imaginaariosia vertaamalla yhtalopari
—2r—y = —1 |-2 o —4x —2y = =2
r4+2y = 2 r4+2y = 2

Laskemalla jalkimmaéinen puolittain yhteen saadaan

—3r=0=2=0.
Sijoittamalla = 0 jompaan kumpaan yht&lo66n saadaan y = 1. Siis z = i.

109. Tehtava 109, sivulta 104. Kompleksiluku z # 0, tapauksessa z = 0
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yhtélo ei ole maaritelty.

,2'—1:2_i
z
& z—1=(2-i)z
& z2—1=2z2—1iz
& z—22+41iz=1
& zZ(1-2+1)=1
& z2(-1+i) =1
o .- 1 _ —1—1i :—1—i:_1_li
—14+i (=1+4+1i)(-1-1i) 2 2 2

110. Tehtava 110, sivulta 104.

111. Tehtava 111, sivulta 104. Vaitteen osoittamiseksi on naytettava oikeaksi
kaksi véitetta:

1. jos z on puhtaasti imaginaarinen, niin z = —z,
2. jos kompleksiluvulle z on voimassa Z = —z, niin z on puhtaasti imagi-
naarinen.

Todistetaan ensin véite 1. Olkoon z puhtaasti imaginaarinen. Talloin z = yi

jaz=yi=—yi=—2
Todistetaan viite 2. Olkoon kompleksiluvulle z = z+yi voimassa z = —z.
Talloin

Z=—z
& r+yi=—(r+yi)
&S r—yl=—xr—yi.

Tarkastellaan puolittain reaali- ja imaginaariosia, jolloin saadaan
r=—-x ja y=uy.

N&ama toteutuvat vain siind tapauksessa, ettd x =0 ja y = y eli z = yi. Siis
kompleksiluvun z on oltava puhtaasti imaginaarinen.
Koska viitteet 1 ja 2 ovat tosia, on alkuperdinen vaite tosi.

112. Tehtava 112, sivulta 105.
113. Tehtévi 113, sivulta 105. Osoitetaan: Z = 2. Olkoon z = x +yi. Tilloin

Z=x+yi=ao—yi=ax+yi=2z
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114. Tehtava 114, sivulta 105.
115. Tehtava 115, sivulta 105.
116. Tehtava 116, sivulta 105.

117. Tehtéva 117, sivulta 119. Kompleksiluvun z; = —1+1i eksponenttimuoto
rn = |Zl‘ = 1/ (—1>2 + 12 = \/§7
(1) ; 1 3
arg(z;) = tan|— | = —
glz1 1 4 )
7 = 2e137ﬁ,

Kompleksiluvun 2z, = 61 eksponenttimuoto

o = |22’:\/@:6,

T
arg(zg) = BL
29 = Ge' %,

Kompleksiluvun z3 = v/3 — i eksponenttimuoto

ro= bl =y (vB) + (1=

-1 4
arg(zz) = arctan (—) = —=

V3 6’
zZ3 = 26_1%,
118. Tehtava 118, sivulta 119. Kompleksiluvun z; = —v/3 — i eksponentti-
muoto
2
no= lal =/ (=v3) + (-1 =2,
(1) ¢ -1 o
arg(z;) = tan| ——= | = ——,
glz1 3 6
7 = 2e_i%,
Kompleksiluvun zo = —4 eksponenttimuoto
o = |Zg| = (—4)2 = 4,
arg(zg) = m,

zo = 4e'",
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Kompleksiluvun z; = 1 — i eksponenttimuoto

ro= || = V124 (-1)2 = V2,
(1) ; -1 T
arg(z;) = arctan | — | = ——
gz 1 4?
Zl = \/56_1%’
119. Tehtéva 119, sivulta 119. Kompleksiluvun z; = 4441 eksponenttimuoto
ro= |a| = V2 + 82 =42,
(1) ; 4 T
arg(z;) = arctan| - | = —
glz 4 47

7 = 4\/§ei§,

Kompleksiluvun z, = —21i eksponenttimuoto
re = |al=v(-20?=2,
T
arg(zy) = —y
Zy = 2e’i%,

Kompleksilukujen z; ja 25 tulo

2129 = 4\/5.26i<§_g)

= 872 (cos (<7 +isin (=)

- ()

Kompleksilukujen z; ja zo osamaéara

21

V2 3(5-(-3)
Z9 2

2o () ()

= 2\/5(—%“%)

= —2+21i.
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- almg%“(%))

120. Tehtévi 120, sivulta 119. Kompleksiluvun z; = v/2 — v/21 eksponentti-
muoto

n = |Zl| - 2a

_ AN
arg(z;) = arctan (W) - _

LE}

z1 = 2e'4,

Kompleksiluvun zy = V2 + V21 eksponenttimuoto

ro = |Z2|:27
g(z2) t (ﬁ -
arg(ze) = arctan | —= | = —,
V2| 4
2 = 2%,

Kompleksilukujen z; ja 2o tulo

2129 = 2.2€i<_%+£)
= 4!

= 4(cos0+1isin0) = 4.

Kompleksilukujen z; ja zo osaméara

2 2h(-5-9)
z9 2
= le i2
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zf = 24ei4<_%)
= 16e'7
= 16 (cos (—m) +isin (—m))
16(—1 +10) = —16

121. Tehtdvi 121, sivulta 119. Olkoon z = re'®. Osoitetaan, ettd 2" = r"e! ",
kun n € N.
Induktion alkuaskel on voimassa, silla kun n = 1, niin

Olkoon viite voimassa, kun n = k. T&ll6in induktio-oletuksena on

k

k= pheika

Kerrotaan induktio-oletus puolittain kompleksiluvulla z. T&ll6in

joten vaite on tosi.
122.
123.
124.
125.
126.
127.
128.

129.

Tehtéva 122,
Tehtava 123,
Tehtéva 124,
Tehtava 125,
Tehtava 126,
Tehtava 127,
Tehtava 128,

Tehtivi 129,

ZkZ — 7,keikozreioz
= Zk-‘rl _ rkreiko‘eio‘
RN Zk-‘rl — rk+1eika+ia
o zk+1 —_ rk+1ei(ka+a)
PN Zk:—H — ,rk—i—lei((k-i—l)oa)’

sivulta 119.
sivulta 119.
sivulta 120.
sivulta 120.
sivulta 120.
sivulta 120.
sivulta 120.

sivulta 120.
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Ratkaisuja luvun 4 tehtaviin

130. Tehtava 130, sivulta 130.

RINHNN

|
[\]
—_
— (\V]
! !
T T
1
_ W
| I
= (N}
! !
T

-2 L -2 L
131. Tehtava 131, sivulta 130.
132. Tehtava 132, sivulta 130.

133. Tehtava 133, sivulta 130.

ST-77- M
|
I
2+ | ;
e
1 |
|
|
| ——t—
-1 L 2 3
-1 L

Pituus [ toteuttaa Pythagoraan lauseen mukaan
?=22+3

josta

[=+22+ 32 =13



134. Tehtava 134, sivulta 130-131.

135. Tehtava 135, sivulta 131. Merkitdan a = . Vektorin a normi on

D O = W

la|| = V32 + 42 + 52 + 62 = V/86.
136. Tehtava 136, sivulta 131.
137. Tehtava 137, sivulta 131.
138. Tehtava 138, sivulta 131.

Kysytty pistetulo

L[

139. Tehtéava 139, sivulta 131. a)




34
2a
]_a
_14
_2a
_3¥
3/2 47 3 B
{ 3]'{—2]—5 443-(=2)=0
c)
64
5a
4+
34W
QAW
1a
-6 -5 —4 -3 —2—1 j ;
_1a
_2¥

{:ﬂ{;ﬂ (=2 4 (1) 2m = 27— 27 = 0.
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Havaitaan, etté kaikissa tapauksissa vektoriparien pistetulo on nolla. Geo-
metrisesti havaitaan liséksi, ettd vektoriparit ovat kohtisuorassa toisiaan vas-
taan.

140. Tehtava 140, sivulta 131.

141. Tehtéva 141, sivulta 131. a)

|
—_
—_
(]
w -+

ja normit ovat

) - v -

oz )l = = G) -3
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Vektorien pistetulo on

)L

ja normit ovat

~ JCIPTP=vE
T T (AP = V3 = 25,
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Vektorien pistetulo on

[\/ﬁ}.[—\@]:\/ﬁ.(_\/§)+2.(_1):_\/%_2:_6_2:_8

2 —1

ja normit ovat

H[ H‘: (Vi2)' +2 = VIZFd = VG - 4

I[4) - veseem-veri-vies
Havaitaan, ettd vektorit ovat yhdensuuntaiset ja vektorien pistetulon itsei-

sarvo on sama kuin normien tulo.

142. Tehtavd 142, sivulta 132. Todistetaan véite asb = ||a]|||b|| va&raksi
yvhdelld vastaesimerkilla. Jos valitaan esimerkiksi

a= m ja b= H

niin asb = 3 ja ||al|||b|| = V32 +42V/12+ 02 =251 =5-1=5.

143. Tehtivi 143, sivulta 132. Olkoot a # 0, b # 0, a=cb jaa,b € R%*c €
R. Merkitddn b = [Z ] Nyt
2

Toisaalta

[lal[ ]| = [lebl[[[bl]] = v/(cb1)? + (cb2)?y/ b3 + b3

=\ )8 + )
= 1el + )
= el + el

Jos ¢ > 0, niin a-b = ||a|| ||b]|.

144. Tehtéva 144, sivulta 135. aiz = 2, 92 = ]_1, Ayl = —12, s (A)H = 0,
(A)a3 = —6.

145. Tehtava 145, sivulta 135. b11 = 3, 99 — 6, a3z = 12, g4 = 11.
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146. Tehtdava 146, sivulta 135. Tehtévassd matriisi C tarkoittaa tietenkin
matriisia B. b21 = 2, b31 = 6, b32 = 3.

T -3 7
147. Tehtéva 147, sivulta 135. AT = B 5 —2
7 -2 8 L s

148. Tehtava 148, sivulta 135. A5><3, ngg, CQX4, D3><3, E6><1, F4><2.

12—4.1 12-4.2 1—4 1-—
149. Tehtiivi 149, sivulta136. B= | 22 —4-1 22—4.2 | = | 4—4 4-—
32-4.1 32-4.2 9—4 9-—
B
0 —4
5 1
11 1 R
12 3 4} 2 3 4
150. Tehtivi 150, sivulta 136. B = =
2 2 2 2 2 1
2 2z 2 1 2 =
1 2 3 4 i 3 2
1000 0]
01000
151. Tehtévd 151, sivulta 137.a) Isxs = | 0 0 1 0 0 |,  b)= Osys =
00010
0000 1|

S OO OO
S OO OO
o O OO

0
152. Tehtava 152, sivulta 137. A, B ja C.

153. Tehtivd 153, sivulta 137. Matriisi A on symmetrinen, silli A = AT,
Matriisi B ei ole, silla

BT = + B.

o = O
o O O
o = O

154. Tehtiivé 154, sivulta 137. OL 4 = Ogyp =

o O O
o O O
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155. Tehtava 155, sivulta 138. Diagonaalimatriiseja ovat B, D ja F, silla
niissé on nollasta poikkeavia alkioita vain padlavistajalla.
Yksikkomatriiseja ovat B ja F'.

156. Tehtdva 156, sivulta 138. Kéytetdan Madritelmaa 6 (s. 119) ja tutkitaan

nelidmatriisin (AT)T (i, 7)-alkiota

((AN)7). = (A7), = (A

J

Matriisin (AT)T (i, j)-alkio on siis sama kuin matriisin A (4, j)-alkio ja matrii-
sien (AT)T ja A kertaluvut ovat samat, joten (AT)T = A kaikilla A € R™*",

157. Tehtava 157, sivulta 138. Matriisi

1'0000O0O0O0OO0OO
1'100000O0O0O0
1110000000
1111000000
o 1111100000
1111110000
1111111000
1111111100
1111111110
1111111111
: 1, kuni >y
eh(E)ij_{O, kun i < j
158. Tehtivi 158, sivulta 138. Jos 1 € R®, niin
1
1
a)l= |1/,
1
1
1 5
1 4
b)lea= 1|« |5|=1-54+1-44+1-54+1-6+1-10=30.
1 6
1 10

1
1l.a on vektorin a komponenttien summa ja gl-a on vektorin a kompo-

nenttien keskiarvo.
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141 1+2 143 1+4 2 3 4 5
2+1 242 243 244 3456
159. Tehtéava 159, sivulta138.C'= |3+1 3+2 3+3 3+4| =(4 5 6 7
441 4+2 443 4+4 5 6 7 8
5+1 542 5+3 5+4 6 789

160. Tehtava 160, sivulta 141.
1000

01 1 0 0—2 1-0 -2 1
d>A_2I:{—2 3}_2{0 1}:[—2—0 3—2}:{—2 1]
161. Tehtava 161, sivulta 141. Laskutoimituksista ainoastaan C' + D ei ole

médritelty, silla C' on 2 x 3-matriisi ja D on 3 x 2-matriisi. Muut laskutoimi-
tukset ovat maariteltyja.

o1l [5 7] [ 0+5 1+7] [5 8
@A+B=1 5 3|* |8 4|7 248 3+4}_[6 7}

o 1] [5 7] [ 0-51-7 -5 —6
(b>A_B__—2 3] [8 4] | —2-8 3-4]‘[-10 —1}

oaren= |3 SRR )6

1 3 8 4 | 1+8 3+4 9 7
0 —2 7 —1] 0+7 —-2-1 7 -3
(e) CT+D = 1 3|+ -2 3|= 1-2 343 |=|-1 6
-4 2 -5 4| —4—-5 2+4 -9 6
7 -1 5:-7 5-(—1) 35 -5
f)dD=5| -2 3 |=]5-(-2) 5:3 | =[-10 15
-5 4 5-(—5) 5-4 —25 20
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@y =s(| 5 ][5 2))=5 2 % e

-1 3 4 -2 3 2 2 6 6
35 =5 —45
-9 30 30

162. Tehtava 162, sivulta 141. Ratkaistaan yhtalosta
3A—-2B+C=D

C' vahentdmalld puolittain 3A ja lisddmalla puolittain 2B eli (huomaa, etté
symbolilla O merkitédén nollamatriisia)

3A-2B+C —-3A+2B=D —-3A+2B
& 3A-3A-2B+2B+C=D—-3A+2B
& 0-0+C=D—-3A+2B
& CO=D—-3A+2B.

Tamén jalkeen matriisi C' voidaan laskea tunnettujen matriisien avulla

[ —4 0 1 4 0 —7
o= [T5a) sl

_[4o] [-3 -2 [0 —14
- 5 6 9 —15 4 6
_ [T —12] [0 -1
|l 14 -9 4 6
[ -7 —26

18 -3 "

ot

163. Tehtava 163, sivulta 141. Olkoot A ja B kertalukua m x n. Talléin

M14

(A-B)" = (A+(=1)B)"

L5(3)
= AT+ ((-1)B)"
L5(4)
= A"+ (-1)B"

M14
= A" -B".

164. Tehtava 164, sivulta 142. Olkoot A, B ja C' 2 x 3-matriiseja. Tall6in
M12 M12

(2): (A+B)+C)ij = (A+B)y; +(Cliy = (A)ij + (B)ij + (C)y-
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M12 M12

Toisaalta (A+ (B+C));; = (A)y+(B+C)ij = (A)ij+(B)i; + (C)j.

M6 M12 M6

(3): ((AWLB)T)U = (A+B)ji = (A);i+(B)ji = (A")i; + (B")y.
@) ((A), = (cA) = c(A)y = e(AT),;

165. Tehtdva 165, sivulta 142. a) Luvulla 2 kerrotusta matriisin A alkiosta
vahennetdan vastaava matriisin B alkio ja lisdtdan nain saatuun alkioon in-
deksien summa.

b) 0 1] [5 7]_ 2:0-5+1+1 2-1—-7+1+2 ] -3 =2
2 3|78 4] [2:(-2)—-8+2+1 2:3-4+2+2 '

166. Tehtava 166, sivulta 142.
01 57 10 0 —2 57 (1 2

[—2 3]T[8 4} B 2{0 1}*{1 3}+{8 4}_2_1 2}

240+5-2 0—2+7—4

04+14+8-2 14+3+4—4

_ HH

. (2 —1][5 4 10 11
167. Tehtava 167, sivulta 146. AB = 31 } [ 0 _3 ] = { 5 9 }

3 1 -3 -1 2 9 5 —16
2 3 5 4 10 -1

TR _ —

e=| 3]0 )= 5 T

S HRIBET

Dd ei ole maaritelty.

HREE REEE

4 -3 ) 11
D'd=| 2 -1 {_ }— 5
6 2



168. Tehtava 168, sivulta 147.

2 -5 2 100
Al = | -1 0 6 010
4 21 00 1

[ 24040 0+ (=5)+0

= | =1+0+0 04+0+0

| 44040  0+2+0

Vastaavasti
1 0 0 2 —5 2
IA = 010 -1 0 6
0 01 4 2 1

24040 0+ (=5)+0

= -1+0+0 0+0+0

169. Tehtava 169, sivulta 147.
170. Tehtava 170, sivulta 147.

44+0+0 0+2+0

0+0+2
0+0+6 | =A
0+0+1

0+0+2
0+04+6 | =A
0+0+1
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171. Tehtédva 161, sivulta 147. Matriisipotenssi on méaritelty neliomatriiseil-

le.

AP = AAA

= (3] A1 5]

- |0 ][5 3]

1 2737 28
~ |3 4|76 108

172. Tehtédva 172, sivulta 147. Valitaan esimerkiksi A = {

11
11

A 3 3 1. 4 6
Ta1101nAB—[7 7]J&BA—[4 6]'

173. Tehtava 173, sivulta 147. Merkitaan

b21 b22

Q21 A22

A:[an am}’ B:[bn 5121 ja C:{Cn C12

E

1 2
3 4

C21 €22

}jaB:
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ap; a2 biicii + biacor  bricia + biacor
A(BC) =
(BC) [ a1 a2 1 [ barc11 + baaCar  baicia + baacar

jolloin saadaan

(A(BC))11 = anibiicin + annbiacor + arabaiciy + a12baacan,

(A(BC))12 = aiibiicia + anbiaces + arabaicra + a12baacas,

(A(BC))a1 = agrbiicin + abiacor + asnbaicry + agabaacar,

(A(BC))ae = agibiic1a + ao1b12Co + agebaicia + ageboacas.
Toisaalta

a11011 4+ a12b21  a11b12 + ajabas C11 C12

AB)C =

( ) a21011 4 agebar  ag1bia + ageba Co1 C22
jolloin

((AB)C)11 = aqrbiicin + aisborcrn + arnbiacor + arbaacan,

((AB)C)12 = anibiicia + aisbarcia + a11biacas + a12baaca,

((AB)C)a1 = agibiiciy + agboicin + asibiacor + ageboacan,

((AB)C)aa = agibiicia + ageboicia + agbiacas + agebaacas.

174. Tehtava 174, sivulta 148. Merkitdan

A:{CLH 6112}, B:{bn 512] ja C’:{CH 012]

Q21 A2 ba1 Do Co1 C22

ap; a2 biy +ci1 bz + cio
AB+C) =
(B+C) [ a1 a2 1 [ ba1 + 21 bag + C22 1

_ ay1(b1y + c11) + a12(bog + co1)  a11(bia + c12) + a12(bag + C22)
az1(b1r + c11) + aga(bar + ca1) a1 (b1a + c12) + a2e(bog + c22) |-

Toisaalta

AB+ AC = i air a2 :| [ bll b12 :| 4 |: ailp Qig :| |: C11 Ci12 :|

Q21 Q22 ba1 Do Q21 A22 Co1  C22

- a11b11 + a12ba1  @a11b12 + a12beg a11C11 + @12C21  A11C12 + G12C22
a21011 4 a22ba1  az1bia + agbas 21C11 + G22C21  G21C12 + A22C22
ai1(bir + c11) + ara(bar + c21)  a11(b12 + c12) + ar2(bag + c22)
ag1(b11 + c11) + aga(bay + c21)  ag1 (b2 + c12) + axe(bag + c22)
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175. Tehtévd 175, sivulta 148. Jos esimerkiksi A € R?*3 ja b € R*** on
(AB)T maéiritelty, mutta tuloa AT BT ei ole. Vaikka A ja B olisivat nelio-
matriiseja, ei viite ole voimassa, silla esimerkiksi jos

2 371 . 1 4
A‘[1 2} ja B—[s 2]’
2311 4 11 141" 11 7
T _ _
anr= (|15 s 2)) =17 ) = d]
ror [2 1711 3] [ 6 8
A'B _{3 2114 2|7 |11 13
176. Tehtava 176, sivulta 148. Merkitaan

a b . u v
A:{c d] Ja B_{w x]

au+bw av -+ bx T_ au+bw cu-+ dw
cu+dw cv+dx | av+br cv+dx

niin

ja

Nyt
B = |
ja
prAT _ | W W a c| | uwa+wb uc+wd
v oz b d| | vat+xzb wvec+xd
177. Tehtava 177, sivulta 148. Merkitdan

T Y1
T2 . Y2
X = . Ja y =
Tn Un
Tarkastellaan matriisituloa
U
T y?
xy:[xl To ... xn] : =21Y1 + T2Y2 + ... TpYn.

Un

Tama on sama kuin pistetulon xey méaritelma.

a) Xex = x'x,
b) |x||? = xex = x"x, ¢) 17x.
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2 -1 0 1
178. Tehtava 178, sivulta 156. a) | —1 —3 1 To

0 -2 3 T3
2 -1 0] [m 0
b) 4 -1 1 x|l =1 3
=5 1 4] =3 4
0 6 4] [ 10
C) 3 =3 2 To| = 2
0 3 2 T3 )
1 1 2|0
179. Tehtava 179, sivulta 156.a) | 1 —1 0|1
1 1 0|2
4 -3 1 2|-3
by[0O 03 —1| 1
1 20 —2| 4
1 4 2|2
c) 1 0 =50
-2 —6 2|2

180. Tehtivii 180, sivulta 156. a) {;1 _? } m - {”
b) { sin(mr) 2 1} ";j _[5}
Cos (Z) 0 3 . T

c) ei ole lineaarinen yhtaloryhma.

181. Tehtava 181, sivulta 156.

4 -1 -1 1 -1 -1
0 5 =2 21 = 4 | #
3 -1 1 3 4
joten ei ole ratkaisu.
182. Tehtava 182, sivulta 157.
1 2 3 -2 -9
-1 -1 =3 4 | = 13 | #
2 2 7 -5 —31

joten ei ole ratkaisu.
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183. Tehtava 183, sivulta 157. Matriisi B
184. Tehtava 185, sivulta 157.

1 2 3]0
4 5 610
| 3 1 =20
1 2 310
0 -3 —-610
| 0 =5 —11]0 |
1 2 310
0 1 210
| 0 =5 —11]0 |
1 2 3]0
01 210
|00 =10
1 2 3]0
01 20
| 00 1|0 |
1 2 0]0
01 010
| 00 1|0 |
1 0 0]0
01 0[0],
| 00 1|0 |
1131:()
joten ratkaisu on ¢ x5 =0 .
13320
185. Tehtava 185, sivulta 157.
(1 24
2 42
1 2] 4
1 0 0] -6
(1 24
10 01
1 2]0
0 0]1]°

joten yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua.
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1 8 2 T
186. Tehtava 186, sivulta 157. (a) A= 1 9 2 |, x= |y| ja b=
1 12 3 z
1
2.
3
-1 0 1 u —2
(byA=| -3 15|, x=|v| ja b= 4
0 0 1 w 6
1 0 0 T 1
(c)A=|6 -1 =3 |, x=|z2| ja b=]2
2 0 -1 T3 3
187. Tehtava 187, sivulta 157.
(-2 20
[A—5I 0] = 2 o]
1 =10
2 20
1 =10
[0 0 0]

joten ratkaisuksi saadaan { il =1 eli x = m ,teR.

188. Tehtava 188, sivulta 158.

joten ratkaisuksi saadaan To ==t elix= =t |,teR.



189. Tehtava 189, sivulta 158.

[ATA ATb)] 2?]
h
2/3 1]
14/3 | -1
| apa
| afta )

T 1T 1T 1T 1T 1
O~ O O N~ NDW

joten ratkaisuksi saadaan x = [

i

190. Tehtéva 190, sivulta 158. a)

[A—34 b] —26 1215}

| —40 1825
[ 1 —6/13| —15/26
| —40 18 25
—6/13 | —15/26
—6/13 | 50/26
0| —5/2
—6/13 | 50/26
0| —5/2
1]-25/6 |

T 1T 1T 1
O = O = O =

—25/6

joten ratkaisuksi saadaan x = [

_5/2}

71
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b)

(10 —-6]15

[A -3l D] | 20 —1225]
(10 -6 15
| 0 0|-5
[1 —3/5|3/2
0 0| 1
[1 —3/5]0
0 0|1 [’

joten yhtaloryhmélla ei ole ratkaisua.

191. Tehtava 191, sivulta 160. Kylla, silla

2 21 1 -1 1
AB = 2 3 2 0 1 -2
1 11 -1 0 2

[ 240—-1 —242+0 2—4+2
= 240—-2 —24+34+40 2—6+4
| 1+40—-1 —14+14+0 1—-242

ja

BA = 0 1 =2
-1 0 2 11
2—-24+41 2—-34+1 1-2+1
= 0+2—2 043—-2 0+42-2
| —2+0+2 —24+0+2 —-1+0+2
(1 0 0

0| =1

1

01
[0 0
192. Tehtéva 192, sivulta 160. Ei ole, sillé esimerkiksi (AB)s = 3/2+2/3+
1/2 4 0.

193. Tehtiva 193, sivulta 160. (2): AT (A1) = (A1) = 1T =1
(AN A=A =1"=1.
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(3): (AB) (B™'A™Y) = A(BB 1) A ' = AA1 =]
(B'A"\)(AB) = B (A'A)B=B"'B=1.

194. Tehtava 194, sivulta 160.

[ ) o[ 8]

195. Tehtava 195, sivulta 160.
1 d b1[a b] 1 da—be db—bd] [1 0
ad—bc | —c a cd| ad—bec| —cat+ac —ab+ad | |0 1

Vastaavasti
a b 1 d =b| |10
c dlad=bc| —c a | |0 1]

196. Tehtiivii 196, sivulta 160. Olkoot A = { @ b } ja B = { wor 1

c d Yy z
Nyt
| aw+by ax+ bz
AB_[cw—de cx—i—dz]’
josta

det(AB) = (aw+by)(cx + dz) — (cw + dy)(ax + bz)
= awcr + axdz + bycx + bydz — cwax — cwbz — dyaxr — dybz
= awdz + bycxr — cwbz — dyax

ja
det(A)det(B) = (ad — bc)(wz — yx)
= adwz — adyr — bcwz + beyx.

Lausekkeet ovat samat, joten 2x2-matriiseille patee det(AB) = det(A) det(B).

197. Tehtéva 197, sivulta 161. Jos esimerkiksi A = [ é (1J } jaB = [ zl)) i }’

niin
det(A—l—B):det([ g g]) =10—-6=14
ja
det(A) +det(B) =1+ (-2) = —1.
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198. Tehtivd 198, sivulta 161. Oletetaan, ettd A~! on olemassa. Talldin
AA™ =1 jostadet (AA™!) = det(I) = 1. Tehtdvin 196 tuloksesta det (AA™!) =
det(A) det (A™!) saadaan det(A) det (A~') = 1, joten tulon nollasdénnon pe-
rusteella vélttamétta det(A) # 0.

199. Tehtava 199, sivulta 161. Tehtavéssd 195 on todistettu det(A) # 0= A
kaantyva. Tehtévassi 196 todistettu A kddntyva = det(A) # 0. Niinpa A on
kidntyvd < det(A) # 0.

200. Tehtéva 200, sivulta 161. X € R"*P.

201. Tehtivd 201, sivulta 161. AX = C & A'AX = A71C & IX =
ATIC e X = A71C.

202. Tehtévi 202, sivulta 161. BX = A+ B« B 'BX = B YA+ B) &
IX=B'A+B'B& X=B1A+1.

203. Tehtava 203, sivulta 161. Koska I1 = I (vrt. kdénteismatriisin mééri-
telmd), on -1 = 1I.

204. Tehtéva 204, sivulta 161. Koska OX = O kaikilla kertaluvultaan sopi-
villa matriiseilla X, on OX # I, eikd nollamatriisille ole kddnteismatriisia.

205. Tehtéva 205, sivulta 161.
(DCY' = Cc'D?

102 4 4 2 5
= 1321 7 -2 3
2221 4 -2
(14 14 3
= [ 25 6 19
|20 8 12

206. Tehtivi 206, sivulta 169. Tiedetddn, ettd A m = -2 ﬂ = [:;l} . Nyt

=[] |
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207. Tehtéava 207, sivulta 169.

det(A — X)) =0
3—\ 2

o (P2 ]) -0
& B3-)N)*—4=0
& AN —6MA+9—-4=0
S AN —6MA+5=0

Ominaisarvoiksi saadaan siis Ay = 5 ja Ay = 1.
208. Tehtéva 208, sivulta 169.
(A — )\1])}( =0
o -2 2 1| 0
2 =2 i) N 0’
jota vastaavasta kokonaismatriisista saadaan ratkaisua ominaisarvoa A; vas-
taava ominaisvektori

[ —2 20]
[ —2 210
00
1 —11]0
0 0 ’

. o . t
joten ominaisvektorit ovat { t} ,teR.

Vastaavasti saadaan ominaisarvoa Ay vastaava ominaisvektori
2 210
2 210
1 110
0 00 |’

. o . t
joten ominaisvektorit ovat {x = _ } ,teR.
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209. Tehtivd 209, sivulta 173-174. Koska x = {ﬂ e R2 niin [|x|| =
2

V1?2 + 22 = 2, joten joukon S pisteet muodostavat origokeskisen 2-séteisen
ympyrin kaaren.

T2

Lahin ja kaummainen piste 16ydetadn, kun pisteen y = {2 kautta piirre-

tdan ympyrélle normaali. Tamé normaali kulkee origon kautta ja normaalin
muodostaa suora r; = Zs.

a) Léahin joukon S piste saadaan, kun tiedetdén x; = x5 ja se sijaitsee
ensimmaisessd neljanneksessa

a2+ a?=2

& 207 =4
& 1i=2
= Zﬂl:\/§.

Eli 1dhin piste on {g} :
b) Kauimmainen piste sijaitsee ympyran vastakkaisella puolella, joten kauim-
mainen piste on [_ \/g} .

Pisteen y etdisyys joukon S pisteestd on

d=|lx—yll = V(21 = 2)? + (z2 = 2)2,



joten etédisyydet ovat

d =/ (V222 + (V2 - 2)2

d = (V2 — 22 + (V2 - 2

2(v2 - 2)?
V2 —2|vV2
22 — 2,

\/2(—(\/§+2))2
| — (V2 +2)[V2
2+ 2V/2.
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